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Modelos de Regressão de Resposta 
Qualitativa
• Até o momento, trabalhou-se a ideia de Y da equação ser contínuo, ou seja,

uma variável quantitativa;

• Neste tipo de modelo proposto hoje, buscar-se-á trabalhar a ideia de uma

variável Y binária (0 ou 1)



Modelos de Regressão de Resposta 
Qualitativa
• Um modelo binário (variável Y) permite identificar uma situação de decisão de um

indivíduo → trabalhar ou não trabalhar → usa-se uma variável dummy

• Pode-se querer estudar por exemplo, qual a probabilidade de uma pessoa votar

em um partido de esquerda ou de direita, a partir de suas características pessoais.

• Assim, ter-se-ia o Y binário (0 = Esquerda e 1 = Direita) → X’s podem ser binários ou

contínuas



Modelos de Regressão de Resposta 
Qualitativa
• Pode-se ter também um Y tricotômico, com mais de duas opções (3 ou mais).

Por exemplo, votar em presidente da república, cujo ele pertença a: 0 =

esquerda; 1 = Direita; 3 = Centro

• Qual a diferença entre os modelos tradicionais que tem o Y quantitativo para os

modelos em que o Y é dicotômico?



Modelos de Regressão de Resposta 
Qualitativa
• A diferença é: no tradicional estamos estimando um valor médio de Y dados os

valores que X assumem, podendo estes serem quantitativos ou qualitativos.

• Em modelos em que o Y é qualitativo (binário), buscamos identificar a

PROBABILIDADE de que algo possa acontecer.

• Estes modelos binários são conhecidos como: Modelos de Probabilidade



Modelos de Regressão de Resposta 
Qualitativa
• Existem alguns modelo de resposta qualitativa (binárias), são eles:

• Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• Modelo Logit

• Modelo Probit

• Modelo Tobit



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• Considere a seguinte expressão:

• 𝑋𝑖 é a renda das famílias e 𝑌𝑖 = 1 se as famílias tem imóvel 𝑌𝑖 = 0 se as famílias

não tem imóvel

• A expressão acima parece um MQO tradicional, mas como Y é binário, é

chamado de MPL.

𝑌𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖 + 𝑢𝑖



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• Sendo a variável Y binária, tem-se que: 𝐸(𝑌𝑖|𝑋𝑖) deve ser interpretado como

PROBABILIDADE CONDICIONAL DE QUE O EVENTO OCORRA dado os

valores que 𝑋𝑖 assume, isto porque, Pr(𝑌𝑖 = 1|𝑋𝑖).

• No caso anterior, estamos buscando saber qual a probabilidade de uma família

ter casa, dado o seu nível de renda (𝑋𝑖)



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• Desta forma, assumindo que 𝐸 𝑢𝑖 = 0, tem-se que:

• 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖

• Se 𝑃𝑖 = probabilidade de que 𝑌𝑖 = 1 (de que o 

evento ocorra) e que 1 − 𝑃𝑖 = probabilidade do 

evento não acontecer 𝑌𝑖 = 0 tem a seguinte 

distribuição de probabilidade:

• 𝑌𝑖 segue uma distribuição de probabilidade de 

Bernoulli



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• Aplicando Esperança Matemática têm-se:

• 𝐸 𝑌𝑖 = 0 1 − 𝑃𝑖 + 1 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖

• Se comprarmos: 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖 com 𝐸 𝑌𝑖 = 0 1 − 𝑃𝑖 + 1 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 pode-se

igualar obtendo:

• 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖 = 𝑃𝑖



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• A distribuição de probabilidade Bernoulli prevê que a probabilidade de

ocorrência do valor 1 é totalmente aleatório.

• Se houver n experimentos, cada evento tem probabilidade p de sucesso e de

(1 – p) de insucesso.

• 𝑃𝑖 deve estar entre 0 e 1

• 0 ≤ 𝐸(𝑌𝑖|𝑋𝑖) ≤ 1



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• O MPL apresente ausência de normalidade dos resíduos, pois estes também

assumiram apenas dois valores (1 ou 0) conforme o Y;

• 𝑢𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝛽1 − 𝛽2𝑋𝑖, sendo que a distribuição de probabilidade de 𝑋𝑖 é:

• Não se pode inferir que 𝑢𝑖 é normalmente distribuído, porque também segue

distribuição de Bernoulli.



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• O MPL apresenta variância heterocedástica no termo de erro (𝑢𝑖)

• Mesmo se 𝐸(𝑢𝑖) = 0 e a Cov 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗 = 0 ∀ 𝑖 ≠ 𝑗 , os termos de erro serão

heterocedásticos.

• Aplicando o conceito de Variância

• 𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑖) = 𝑃𝑖(1 − 𝑃𝑖), no MPL o termo de erro é heterocedástico. Para corrigir

este problema, basta fazer uma ponderação no modelo MPL



Modelo de Probabilidade Linear (MPL)

• 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 [1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 ] = 𝑃𝑖(1 − 𝑃𝑖) = 𝑤𝑖

• Com esta ponderação, o termo erro torna-se homocedástico. Assim, pode-se estimar o MPL

por meio do MQO tradicional que também pode ser chamado de MQP (Mínimos quadrados

ponderados)

𝑌𝑖
𝑤𝑖

=
𝛽1
𝑤𝑖

+ 𝛽2
𝑋𝑖
𝑤𝑖

+
𝑢𝑖
𝑤𝑖



Modelo de 
Probabilidade 
Linear (MPL) • Em modelo dicotômicos, o R2 passa a não ser uma

medida interessante para verificação do ajuste do

modelo, por o R2 vai ficar muito abaixo de 1.

Por isso, tem-se modelos alternativos de 
estimação → LOGIT, PROBIT e TOBIT



MODELO LOGIT



Modelo LOGIT

• 𝑋𝑖 é a renda da família e 𝑃𝑖 = 𝐸(𝑌𝑖 = 1|𝑋𝑖) mostra a probabilidade da família ter 

casa própria. Esta representação pode ser reescrita como:

• 𝑃𝑖 =
1

1+𝑒−(𝛽1+𝛽2𝑋𝑖)
esta expressão pode ser reescrita como: 

𝑃𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖

𝑃𝑖 =
1

1 + 𝑒−𝑧𝑖
=

𝑒𝑧

1 + 𝑒𝑧

𝑍𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖

Esta função é conhecida como 
Função de Distribuição 

Logística



Modelo LOGIT

• 𝑍𝑖 varia de −∞ 𝑎 +∞

• 𝑃𝑖 varia de 0 𝑎 1 e estão não linearmente com 𝑍𝑖

• A expressão 𝑃𝑖 =
1

1+𝑒−(𝛽1+𝛽2𝑋𝑖)
pode ser linearizada para ser estimada por MQO

• Se 𝑃𝑖 é a prob de se ter casa própria e 1 − 𝑃𝑖 é a prob de não ter, então têm-se:

1 − 𝑃𝑖 =
1

1+𝑒𝑍𝑖
Reescrevendo 



Modelo LOGIT

• Em que 
𝑃𝑖

1−𝑃𝑖
é a razão de chances em favor de se ter casa própria.

• Se 𝑃𝑖 = 0,8 significa que as chances são de 4 para 1 a favor de a família ter casa 

própria.

• Tomando o log na equação acima temos:

𝑃𝑖

1−𝑃𝑖
=

1+𝑒𝑍𝑖

1+𝑒−𝑍𝑖



Modelo LOGIT

𝐿𝑖 = ln(
𝑃𝑖

1−𝑃𝑖
) = 𝑍𝑖

𝐿𝑖 = ln(
𝑃𝑖

1−𝑃𝑖
) =𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖

𝑍𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖

EQUAÇÃO BÁSICA DO MODELO LOGIT



ESTIMAÇÃO DO 
MODELO LOGIT



Estimação do Modelo LOGIT

• Partimos de 2 opções para estimação:

• 1) Dados em nível e/ou individual ou micro

• 2) Dados agrupados ou replicados

𝐿𝑖 = ln(
𝑃𝑖

1−𝑃𝑖
) =𝛽1 + 𝛽2𝑋𝑖+ 𝑢𝑖



Dados em nível e/ou individual ou 
micro
• Se o pesquisador possui dados individual de cada indivíduo da amostra, fazer a 

estimação por meio do MQO é inviável. Se 𝑃𝑖 = 1 família ter casa própria e 𝑃𝑖 =

0 não ter casa própria, colocando estes valores na equação logística, têm-se:

𝐿𝑖 = ln(
1

0
)

𝐿𝑖 = ln(
0

1
)

Ter casa própria

Não ter casa própria

Por meio do MQO não faz
sentido a estimação, assim, deve-
se utiliza o Método de Máxima
Verossimilhança (MV) para
estimar os parâmetros.



Dados Agrupados ou Replicados

• Se o pesquisador possui dados agregados das famílias de forma agrupada ou

replicada (observações repetidas), calcula-se a probabilidade de ter casa

própria a partir da expressão:

• ෠𝑃𝑖 =
𝑛𝑖

𝑁𝑖

• Em que 𝑁𝑖 é o número de famílias da amostra e 𝑛𝑖 número de famílias donas de

casas próprias



Dados Agrupados ou Replicados

• Partindo desta lógica, pode-se estimar um logit estimado:

• Desta forma obtêm-se uma boa estimativa para 𝐿𝑖

• Considerando que ො𝑢𝑖 é binário:

෠𝐿𝑖 = ln(
෠𝑃𝑖

1− ෠𝑃𝑖
) = መ𝛽1 + መ𝛽2𝑋𝑖

𝑢𝑖~𝑁 0,
1

𝑁𝑖𝑃𝑖(1 − 𝑃𝑖)



Dados Agrupados ou Replicados

• No caso do MPL o termo de erro é heterocedástico, deve-se estimar via MQP,

assim reescrevemos a variância como:

• Quando reescrevemos desta forma, estamos ponderando por 𝑤𝑖 as variáveis e

contornando o problema de heterocedasticidade do modelo.

ො𝜎2 =
1

𝑁𝑖 ෠𝑃𝑖(1 − ෠𝑃𝑖)



Medida de 
Ajustamento do 
Modelo



Medida de Ajustamento

• Normalmente o Logit é estimado pelo método de Máxima Verossimilhança que

é um método para grandes amostras e erros padrões assintóticos;

• Usamos a estatística Z (normal) ao invés da t para analisar a significância dos

coeficientes;

• R2 não é adequado para modelos binários. Deve-se usar o pseudo R2, também

chamado de R2 de MacFadden.

• Outra medida de ajuste é o Count R2. Que busca medir a relação de acertos do

modelo quando o 1 acontece.



Medida de Ajustamento

• Matemáticamente: 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡 𝑅2 =
𝑛º 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑠õ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑡𝑎𝑠

𝑛º 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çõ𝑒𝑠



Interpretando os 
resultados 
encontrados



Análise das variáveis via Efeito 
Marginal
• Considerando que o logit é um modelo não linear, a interpretação dos betas

estimados não é de forma direta conforme ocorre no MCRL.

• Para isto deve-se calcular o chamado Efeito Marginal (MFX), que mede o impacto

de variação de uma unidade na variável explicativa sobra probabilidade de

ocorrência do evento 𝑃𝑖(𝑌𝑖 = 1)

• Normalmente o Efeito Marginal é dado pela deriva da função em relação à variável



Análise das variáveis via Efeito 
Marginal

• 𝐸𝑀𝑋𝑘 =
𝜕𝑃𝑖

𝜕𝑋𝑘

• Em que 𝑃𝑖 = 𝑃(𝑌 = 1) e 𝑃𝑖 = 𝐹 𝑋𝑖𝛽

• 𝐸𝑀𝑋𝑘 =
𝜕𝐹 𝑋𝑖𝛽

𝜕𝑋𝑘
=

𝜕𝐹 𝑋𝑖𝛽

𝜕 𝑋𝑖𝛽
𝑥
𝜕 𝑋𝑖𝛽

𝜕𝑋𝑘
= 𝑓 𝑋𝑖𝛽 𝑥

𝜕 𝑋𝑖𝛽

𝜕𝑋𝑘
VARIÁVEIS CONTÍNUAS



Análise das variáveis via Efeito 
Marginal
• O efeito marginal para variáveis dummies é a mudança na 𝑃(𝑌 = 1) quando a

variável dummy 𝐷𝑗 passa de 0 para 1.

𝐸𝑀𝑋𝑘 = 𝑃 𝑌 = 1 𝐷 = 1 − 𝑃 𝑌 = 1 𝐷 = 0



Análise das variáveis via Efeito 
Marginal
• O efeito marginal no modelo Logit e Probit, variam de acordo com os valores

das variáveis explicativas, sendo assim, podem ser calculados de 3 formas:

• 1) Média do Efeito Marginal: avalia-se o efeito para cada observação e depois

calcula-se a média;

• 2) Efeito Marginal Médio: calculado com os valores médios das variáveis

explicativas;

• 3) Efeito marginal em postos específicos da amostra: calculado com valores

específicos das variáveis explicativas. Uma variante do nº 2.



Avaliação do modelo 
estimado



Avaliação do modelo estimado

• Tecnicamente, avalia-se o modelo seguindo a mesma lógica de um MCRL;

• Avalia-se: sinais dos coeficientes. No caso do modelo logit e probit, o efeito de 

X sobre Y somente poderá ser calculado a partir do Efeito Marginal. (Ele não é 

direto);

• Faz-se o teste de significância dos coeficientes (estatística Z normal) idem p-

value no MCRL;



Avaliação do modelo estimado

• Teste de significância global do modelo. Este é semelhante ao teste F, em que 

busca estimar um modelo irrestrito (com todas as variáveis explicativas) e outro 

apenas com a constante e aplica-se um teste de qui-quadrado.

𝜆 =
𝐿𝑅
𝐿𝐼𝑅

𝐿𝑅 = 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑎 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑜𝑠𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙ℎ𝑎𝑛ç𝑎 𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑟𝑜

𝐿𝐼𝑅 = 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑎 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑜𝑠𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙ℎ𝑎𝑛ç𝑎 𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑖𝑟𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜

𝐿𝑛 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟í𝑡𝑚𝑜 𝑛𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 𝑒 𝑘
= 𝑛º 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 𝑖𝑟𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜



Avaliação do modelo estimado
• Medidas de qualidade do ajustamento no modelo binário é o R2 de

MacFadden (1974)

• ln 𝐿 é o log da função de verossimilhança com as variáveis explicativas; ln 𝐿0 é o

log da função de verossimilhança apenas com o intercepto

• 𝑅𝑀𝑐𝐹𝑎𝑑𝑑𝑒𝑛
2 é conhecido também como Índice de Razão de Verossimilhança

(likelihood ratio index) – varia entre 0 e 1. interpretado como o R2 do MCRL. Mas

ele não explica a proporção da variação de Y.

𝑅𝑀𝑐𝐹𝑎𝑑𝑑𝑒𝑛
2 = 1 −

ln 𝐿

ln 𝐿0



Avaliação do modelo estimado
• Proporção de previsões corretas. Também semelhante ao R2 do MCRL. É dado

pela proporção de previsões corretas feitas pelo modelo Logit.

• Sendo 𝑌𝑖 = 0 ou 𝑌𝑖 = 1 define-se uma regra:

• ෠𝑌𝑖 = 1 se ෠𝑃𝑖 > 0,5

• ෠𝑌𝑖 = 0 se ෠𝑃𝑖 ≤ 0,5

• ෠𝑌𝑖 é binária que representa 𝑌𝑖, onde busca-se contar os nº de acertos quando

෠𝑌𝑖 = 0 ou ෠𝑌𝑖 = 1



Avaliação do modelo estimado
• Os valores de A e D → são as

previsões corretas do modelo;

• B e C → são as previsões

erradas

• A proporção de acerto do

modelo é dada por:

𝑃𝑟𝑒𝑣𝑖𝑠ã𝑜𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑡𝑎 =
𝐴 + 𝐷

𝑛
𝑥100

A equação mostra o percentual de acerto das 
previsões do modelo, e não o % de variação de Y.



Aplicação do Modelo 
Logit



Aplicação







Uma interpretação de mais fácil

entendimento, no caso do logit, é

pela odds ratio que é obtida tomando

o antilogaritmo ( 𝑒
෡𝛽 ) dos

coeficientes. O Stata oferece a opção

do resultado em termos de odds

ratio. Existem duas formas de obter

os odds ratios. Uma é pela opção or

no logit e a outra é pelo comando

logistic ao invés de logit. Probit não

tem odds ratio.

Com o comando OR após a rotina, os betas estimados
proporcionam a razão de chances do evento ocorrer. Por
exemplo, a variável CAS que mostra que as mulheres casas tem
2,1 vezes mais chances de estar no mercado de trabalho do que
a solteira, mantendo as demais constantes.



Outra forma é pelo antilog do beta 𝑒𝛽 − 1 ∗ 100. Exemplo:

CAS BETA = 0,7417775. 𝑒0,7417775 − 1 ∗ 100 = 110% . Este
resultado mostra que as chances das mulheres casadas estarem
no mercado de trabalho é 110% maior do que as chances das
solteiras.





No caso da variável CAS ela é binária (0 e 1), o comando mfx calcula 
o e3feito marginal pela mudança de 0 para 1. 

A interpretação é: considerando o ponto médio da amostra, um
aumento da unidade aumenta a probabilidade da mulher estar no
mercado de trabalho em 1,1 ponto percentual;

Um aumento de um na escolaridade, a probabilidade da mulher
estar empregada é de 1,9 pontos percentuais.



fim


